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Egy n hosszi oldalakkal rendelkezd szabdlyos hdromszég oldalainak n-edeldpontjain
at behiuztuk az oldalakkal pdrhuzamos egyenesek hdaromszégbe esd szakaszait.
Tekintsiik az igy létrejovd 1+ 2+ ---+ (n+ 1) darab metszéspont alkotta pontrdcsot.
Melyek azok az n pozitiv egészek, melyekre ez a pontrdcs olyan ponthdrmasokba
particiondlhatd, melyek eqy-eqy egységnyi oldali szabdlyos hdromszég csiucsai?

A kapott pontracs megfelel6 pontharmasokba vald particionalasat felfoghatjuk a
kovetkezSképpen: adott egy szabdlyos hatszogracson egy haromszog alaki
tartomény, melyet minden oldaldn n 4+ 1 db hatszog hatarol. Ezt a tartomanyt kell
lefedniink olyan haromszog alaki csempékkel, melyek minden oldalat 2 hatszog
hatarolja. Példaul n = 6-ra a haromszogben létrej6évé pontracs:

Mig az ehhez tartozo hatszogracsbeli tartomany és a lefedéshez hasznalt
csempe:



Lathato, hogy a hatszogracs elemi cellai megfeleltethetGek a haromszogbeli racs
racspontjainak, és egy olyan pontharmas, melynek elemei egy szabalyos hiromszog
csiicsai, éppen egy csempét adnak a hatszogracson. Tehat a kérdés feltevése
ekvivalens azzal, hogy egy ilyen haromszog alakt tartomany a hatszogracson mikor
fedhets le a jobb oldali csempékkel.

Jelolje T, azt a tartomanyt a hatszogracson, amely az n = k — 1 esetén kapott
haromszograccsal feleltetheté meg. Ez egy haromszoghoz hasonlito alaki tartomény,
melyet minden oldalrol k& db hatszog hatarol (a fenti abran tehat a 77 tartomany
szerepel). A kérdésfelvetés tehét az, hogy Tj milyen k-ra fedhetd le T, alaku
csempékkel.

Helyezziink egy hatszdgracsot a koordinatasikra tigy, hogy minden elemi hatszogcella
két szemkozti éle legyen parhuzamos az x-tengellyel. Ezutan jelljiink meg minden
élt a hatszogracsban az {a, b, c} betiik valamelyikével a kovetkez6képpen: ha az él az
z-tengellyel parhuzamos, akkor a-val jeloljiik. Ha az él x-tengellyel bezért, pozitiv
forgasiranyban vett szdge 60°, akkor b, egyébként c lesz. A jelolés egy részlete:



Lathato, hogy minden elemi hatszognek 2-2 éle van az a, b, ¢ bettikkel jelolve, és
minden csicsbol egy a, egy b és egy c él indul ki.

Ebben a hatszogracsban dtnak hivunk egy (eq,es, ..., e,) véges sorozatot, ahol e;
egy-egy iranyitott él, és e; végpontja egybeesik e; 1 kezd6pontjaval. Egy ilyen utat
zdrtnak neveziink, ha e; kezd6pontja és e, végpontja egybeesik. Speciilis esetként
utnak vessziik az iires utat, mely 0 db élbél 4ll és zart. Mivel minden csticsbol
egy-egy €l indul ki mindegyik féle élbol, ezért egy adott kezdSpontia (e, e, ..., ep)
utat megadhatunk egy kiks ...k, sorral, ahol k; € {a,b, c}. Példaul az ababcabac
sorhoz tartozo 1t:

Ez alapjan definidljuk a kovetkez6t: a kqks . . . k,, betiisort egy szonak nevezziik, ha
minden 1 < i < m egészre k; € {a, b, c}. Specidlis esetként szonak vessziik az iires
szot is, amely 0 db betiibdl all. A fentiek alapjan egy sz6 olyan utakat ir le a racson,
melyek egy eltolassal egyméasba vihetdk. Az iires szo egy iires utat jelol.

A hatszogracson rekurzivan definialjuk a tartomdnyokat: tartomany a racs minden
elemi hatszogcellaja, illetve barmely tartomany kibévithetd tgy, hogy egy,
tartoméanybeli elemi cella egy élszomszédos celldjat is hozzavessziik a tartoméanyhoz



(de egy tartomany mindig korlatos). Ellendrizhetjiik, hogy a megoldas elején
definialt T} tartomanyok valoban megfelelnek a definicionak.

Egy ilyen tartomanyt hatarold éleket egy tetszéleges hatarmenti csticsbol pozitiv
irAnyban végigjarva egy zart utat kapunk. Az ezen zart utat jellemzs szot nevezziik
a tartoméany egy hatdranak.

Az abran lathato tartoményt a jelolt csticsbol pozitiv iranyban korbejarva kapunk
egy zart utat, melyet az abcbcababcbeab szo jellemez, ez a sz tehét a tartomany egy
hatara. Azonban ha egy szomszédos cstucsbol indulnénk, a kapott utat a
bebcababebeaba sz6 jellemezné, tehat ez a szo6 is hatara a tartomanynak. Kénnyen
lathato, hogy mivel minden korbejarast pozitiv irdnyban végziink, egy adott
tartomény barmely 2 hatara egymés ciklikus permutaltja lesz.

(A kyko ... ky és Ly . .. s szavakat egymaés ciklikus permutéltjanak nevezziik, ha
m=s és lllg Ce ZS = ki+1ki+2 . k’mkfl ce l{fz valamilyen 1€ {1, 2, ca ,m}—re.)

Jeloljiik a lehetséges szavak halmazat WW-vel. Vezessiik be W elemein a ~ relaciot: a
v, w € W szavakra v ~ p teljesiil pontosan akkor, ha a v sz6bol elGallithato a p sz6 a
kovetkezd transzformaciok valamilyen soraval:

e barmely kiks ...k, sz6bol képezhetjiik a sz6 barmely ciklikus permutaltjat

® a kiks ...k, szoba barhova beszurhatunk egy aa, bb vagy cc részletet, és
ilyeneket ki is vehetiink (tehat képezhetjiik példaul az aak ks . .. kp,
k1kabbks . ..k, vagy kiks ... knycc szavakat, és visszafelé)

e a kiky ...k, szoba barhova beszturhatjuk vagy elvehetjiik a o szot, ahol o az
ababcacabcbe sz6 egy ciklikus permutaltja

Erre egy példa: ab ~ cbcababbbcacab, mivel az

ab — becacabebeaba — beacabebeababb — cbeababbbeacab



transzforméciok mind megengedettek (rendre egy o, bb beszirasa, majd egy ciklikus
permutécio).

Konnyen ellenérizhetd, hogy ~ egy ekvivalenciarelacio, azaz minden «, 8,y € W-re
teljesiil, hogy

o a ~ « (reflexivitas)
e ha a ~ 3, akkor § ~ « (szimmetria)
e ha a~ 3 és [~ ~, akkor o ~ v (tranzitivitas)

A reflexivitas all, hiszen a-bol példaul egy aa-t beszirva majd elvéve ugyanonnan,
ismét a-t kapjuk. A szimmetria latszik abbol, hogy a megengedett transzformaciok
mindegyike visszafordithato, azaz ha o attranszformélhato [-ba, akkor visszafelé is
megtehets ez. A tranzitivitas kovetkezik abbol, hogy ha a &ttranszformalhato S-ba
és [ a ~-ba, akkor a-t attranszformalhatjuk elGszor S-ba, majd v-ba, és ezek
Osszetétele a-t y-ba viszi.

A relacio hasznat a kovetkezd allitas adja: legyen R egy tartomény, amely lefedhetd
T, alakt csempékkel, és legyen 7 az R egy hatara. Jelolje € az iires szot. Azt allitjuk,
hogy ekkor m ~ e.

Bizonyitds. (x) Tegyiik fel, hogy az R tartoméany ¢ db Ts-vel fedhets le. Az allitast ¢
szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk.

Ha ¢ = 1, akkor R maga is egy 75 tartomany. Kénnyen ellenérizhets, hogy egy 15
kétféle, egymasha eltolassal nem vihet6 orientacioban helyezhet6 a racsra, és ezek
koziil mindkettGnek barmely hatara az ababcacabcbe sz6 egy ciklikus permutaltja:

Ezek szerint ¢ = 1-re az R maga is egy T», azaz hatéra az ababcacabcbe sz6 egy
permutaltja. Ez megengedett transzformacioval elvehetd, igy az iires szot kapjuk,



tehat ™ ~ €.

Tegyiik fel, hogy az R tartomény lefedheté ¢ > 2 darab T5 csempével, és a ¢ — 1 db
ilyennel lefedhets tartomanyok barmely 7’ hatéarara 7’ ~ e. Vegyiink egy olyan elemi
hatszogcellat R-ben, melynek van olyan élszomszédos cellaja, amely mar nincs
R-ben (ilyen van, mivel R korlatos). Legyen ez a cella az Ry tartomany, és legyen
Ry = R\ Ry. Az indukcits feltevés szerint az Ry és Ry tartoményok 7 és my
hataraira m ~ €, Ty ~ €.

Vegyiik az R; és R, egy-egy hatarat. A két hatar altal leirt utak az R egy
koriiljarasanak minden élét pontosan egyszer tartalmazzak, kivéve az Ri-et Ry-t6l
elvalaszto éleket, mert ezeket Osszesen kétszer tartalmazzak, azonban ezeket eltérd
sorrendben.

Az abran az R, korbejarasa a kozos éleket bebe sorrendben, az Ry koriiljarésa cbeb
sorrendben jarja korbe. Azaz a kékkel jelolt csticsbol indulva az Ry hatara egy 7 bcbe
alak sz6, az Ry hatara pedig egy cbcbry alaki sz6 valamely 7,75 € W-re. Ha a két
szO0t egyméas mogé irjuk, akkor egy 7 bcbecbebr, alaki szot kapunk, ami atalakithato
a 71Ty szOva (sorban cc, bb, cc, bb elvételével kozéprol). Ez a szo éppen az R
tartomany hatara. Tehat az R tartomany 7 hatarara akkor lesz m ~ €, ha az R; és
Ry tartomanyok 7, mo hatarainak Osszetételébdl képzett mimo szora mymgy ~ €.

Bzt 4ltalanosan is megtehetjiik: ha az R; és Ry koz0s éleit egy ttnak vessziik, akkor
annak egyik végpontjabol kérbejarva a két komponenst, majd a kapott szavakat
egybeirva az R tartomany hatarat kapjuk.

Azaz elég belatunk, hogy ha 7 ~ €, my ~ €, akkor ezeket Gsszeirva 7wy ~ €. Ehhez
fontoljuk meg, milyen utakat hatarozhat meg egy o ~ € sz6: mivel a (vagy a egy
transzforméciokkal bévitett szava) felépiil az iires szobdl aa tipust, ababcacabcbe
tipusu szavak és ciklikus permutaciok egymasutanjabol, ezért az o olyan utat ad
meg, mely elGall T,-k hataraibol és egymés uténi azonos ¢élekbdl allo utakbol allo



utak Osszetételeként, tovabba zart. Hasonl6an ha van egy ilyen tulajdonsagu tt,
akkor az azt megad6 m szora m ~ €, mivel ezeket a komponenseket egyenként
elvehetjiik a szobol. Két ilyen sz6 egymads utan vald irasa annak felel meg, hogy a
megfelel§ utakat egymas utan tessziik meg. Mivel az utak zartak, ezért két ilyen
tulajdonsagu ut osszetétele is igy épiil fel, tehat az Osszetételbdl szarmazod szo is iires
szova transzformélhat6. Ezzel belattuk az indukcios lépést. O

Legyen I' egy olyan végtelen hatszdgracs, melynek éleit tgy jeloljiik, hogy minden
cella hatara ababab, bcbebe, cacaca egyike legyen és minden csticsbdl egy-egy a, b, ¢ él
indul:

Ebben a racsban kétféle csics van: az egyik fajta cstcs koriil az a, b, c-vel jelolt élek
pozitiv irdnyban kovetkeznek ilyen sorban, a masik fajtdnal negativ iranyban.
Ezeket rendre pozitiv és negativ csticsoknak nevezziik.

Tovabba legyen IV a kévetkezs, a, b, c-vel jelolt élekkel rendelkezs graf:

Az eredeti hatszogracshoz hasonléan I', IV-ben is értelmezhetGek utak, melyeket
adott kezd6pont mellett szavak adnak meg. Tovabba ['-ban tartoméanyok is



értelmezhetdk. A T' cellai koziil megkiilonboztetiink ab-, be- és ca-hatszogeket,
melyek a celldkat hatarold élekre utalnak.

Definialni fogunk egy olyan p fiiggvényt, mely minden széhoz, mely zart utat ad
meg [-ban, rendel egy egész szamokbdl all6 rendezett szdmhéarmast. Elgszor legyen
s egy olyan ut, mely I'-ban olyan zart utat ad meg, mely egy élt sem hasznél
kétszer. Ekkor minden meglatogatott csticsot csak egyszer hasznalhat, kivéve a
kezdG- és végpontot, azaz belathato, hogy egy tartomanyt jar korbe. Ha a
korbejaras pozitiv irdnyba torténik, akkor minden tartoménybeli celldhoz rendeljiink
1-et, ha negativ iranyba, akkor -1-et. Ekkor p(s) = (lup, lpe, lea), @hol 1y az
ab-cellakba irt szamok Osszege (ez egy végtelen Osszeg, de csak véges sok tag nem 0,
tehat értelmezhets). Az Iy, [, értéke is hasonldoan van definialva.

Ha az s 1t iires ut, akkor p(s) = (0,0,0) legyen.

Legyen most s egy olyan zart at, mely egy élt tobbszor is hasznal. Ha egy élen
kozvetleniil egymas utan kétszer is atmegy, akkor ezt a részletet hagyjuk el az utbol.
Egyébként legyenek az ut altal meglatogatott csticsok sorban Aq, As, ..., A,, hogy
Ay = A, (mivel s zart). Ekkor s-et két kisebb ttra osztjuk a kovetkezGképp: ha a
kezd§ csucs az 1t kozepén is szerepel (azaz van olyan 1 < i < n egész, melyre

Ay = A;), akkor az 0t a csticsokat nézve Ajx A yA; alaki, mely szétoszthato az

s1 = A1x Ay és s, = Ay A, utakra, melyek maguk is zartak. Ha a kezd6 csics nem
szerepel az 1t kozepén, akkor van olyan maésik cstcs, melyet az ut kétszer is
meglatogat (mivel valamelyik élen kétszer is végigmegy, igy annak végpontjait
tobbszor is meglatogatta). Legyen i az a legkisebb, 1-nél nagyobb egész, melyre van
J > 1, melyre A; = Aj, azaz az A, csticsot tobbszor is meglatogatja az ut. Ekkor az s
at zA;yA;z alaka (a csicsok sorrendjében nézve), mely szétbonthat6 az s; = xA;z
és az sy = A;yA; utakra (ezek zartak, mert s is az).

Ez az algoritmus az s utat két zart atra bontja, melyek s-nél szigortan révidebbek.
A kapott utak tovabb bonthatok kisebb utakra (egymas utan kévetkezs azonos élek
elhagyasaval egyiitt), kivéve, ha mar nem tartalmaznak ismételt éleket vagy iiresek.
Ez az algoritmus akkor all meg, ha az s utat olyan sy, ss, ..., s, utakra bontjuk,
melyek mindegyike egy adott élt csak egyszer tartalmaz vagy iires. Természetesen az
algoritmusbol adodoan a felbontés egyértelmi. Ilyenkor legyen

p(s) = p(s1) +p(s2) + -+ p(sk), ahol az Gsszeadas komponensenként torténik.

Definidlunk egy olyan p’ fiiggvényt is, mely a I'-ben zart utakhoz rendeli a {0, 1}
szamok egyikét. Az iires uthoz p’ is a 0-t rendeli.

Legyen s olyan zart ut I'-ben, amely egy élt sem hasznal kétszer. Tekintsiik I”
csucsait egy kocka csticsainak, éleit a kocka éleinek. Ekkor az s altal leirt ut
korbefoglal néhany lapot. A p/(s) érték ezen lapok szama modulo 2 (mivel a
kockdnak 6 lapja van, nem szamit a paritis szempontjabol, hogy a kozrefogés
melyik irAnybol torténik). Ha s-ben t6bbszor is szerepelnek élek, akkor a I'-beli



esethez hasonléan s felbonthato sq, so, ..., s, utakra, melyek iiresek vagy élismétlés
nélkiiliek, ekkor p'(s) = p/(s1) + p'(s2) + -+ - + p'(sk) (mod 2).

Vegyiink egy o € W szot. Ehhez a szohoz legyen v(a) egy a altal megadott, pozitiv
csticsbol induld 1t, és tegyiik fel, hogy ez zart. Mivel barmely 2 pozitiv csticsot olyan
eltolassal lehet egymasba vinni, mely az ab-, bc- és ca-hatszogeket azonos hatara
hatszogekbe viszi, ezért barmely 2 ilyen uthoz p ugyanazt rendeli, azaz p(y(«)) jol
definialt. Ha egy negativ csticsbol induld utat néziink, amit « ad meg, akkor ehhez p
a p(v(a)) (tagonként vett) ellentettjét rendeli, mivel az Gt ugyanolyan
tartoményokat vesz korbe forditott iranyitassal.

Legyen ugyanigy 7' az « altal megadott ut I'-ben, és tegyiik fel, hogy zart. Barmely
2 ilyen uthoz p’ ugyanazt rendeli, hiszen a kocka megfelels forgatasaval vagy
tiikrozésével a két ut egyméasba megy, azaz p'(7/(«)) is jol definialt.

Elgszor belatjuk, hogy ha a zart utat ad meg I'-ban, és 5 ~ a, akkor g is zart utat
ad [-ban. A feltétel azt jelenti, hogy 3 el6all az « sz6bdl aa, ababcacabcbe
hozzadadasok és elvételek illetve ciklikus permutaciok altal. Kénnyen ellenérizhetd,
hogy I'-ban aa és ababcacabcbe zart utakat adnak, tovabbé egy zéart ut szavanak
ciklikus permutacioja altal adott ut is zart. Mivel « is zart utat ad, igy
sziikségszertien [ is.

Hasonloan ha « zart utat ad meg I"-ben, és  ~ «, akkor (3 is zart utat ad meg
benne. Ez hasonloan igazolhato, latva, hogy az aa és ababcacabcbe szavak I-ben is
zart utat adnak.

Legyen o € W olyan sz0, hogy « zart utat ad meg I'-ban és p(y(«)) = (I3, 11, 11)
valamely [, egészre, tovabba [ € W-re a ~ . Tudjuk, hogy (8 zart utat ad I'-ban.
Belathato, hogy ekkor p(v(5)) = (ls, l2, [2) valamely [y egészre: a [ sz6 megkaphato
az a-bol aa és ababcacabebe tipust szavak hozzdadéasaval és elvételével, valamint
ciklikus permutalassal. lathato, hogy az aa hozzaadas és elvétel, illetve a ciklikus
permutalds nem valtoztat a p-értéken. Az ababcacabchbe a szamharmas minden
elemét eggyel noveli vagy csokkenti, a kezdShelytdl fliiggben, mivel konnyen
ellendrizhets, hogy p(vy(ababecacabebe)) = (1,1, 1). Ezzel igazoltuk az allitast.

Legyen az o € W sz6 érdekes pontosan akkor, ha « zart utakat ad I",I"-ben,
p(v()) = (I3, 11, 11) valamilyen [; egészre és [ = p'(7/(«)) (mod 2).

Az az allitasunk, hogy ha a € W érdekes és a ~ (3, akkor [ is érdekes. Azt mar
belattuk, hogy ekkor (3 is zart utakat ad T', I"-ben, és hogy p(v(5)) = (I2, 12, )
valamely [, egészre.

Elég belatni, hogy minden, az ~ relaciéban megengedett transzformécié nem
valtoztat a p(y(«)) elemeinek és p'(7/(«))-nak az egymashoz viszonyitott paritasan
(kiilonb6z6bal kiilonbo6z6, azonosbol azonos lesz). A ciklikus permutécio és az aa
alaku szavak besziurasa egyiket sem valtoztatja meg. Tovabba mivel



p(y(ababcacabebe)) = (1,1,1) és p'(y/ (ababcacabebe)) = 1 (ezek kénnyen

ellendrizhetsk), ezért egy ilyen beszurasa vagy elvétele megérzi a kongruenciat.
Tehat 3 is érdekes lesz.

Legyen R egy olyan tartomany a hatszogracson, amely lefedhets T, csempékkel, és
legyen 7 az R hatara. Belattuk, hogy ekkor m ~ €. Mivel € zart utakat ad I', I"-ben,
p(v(€)) = (0,0,0) és p'(7'(€)) = 0, ezért € érdekes. A fentiek miatt ekkor 7 is érdekes,
azaz zart utakat ad I', T"-ben, p(v(7)) = (I,1,1) valamilyen [ egészre és [ = p'(v/(m))
(mod 2).

Definidljuk az f1, fs, f5 szavakat a kovetkez&képp:

f1 = abababcabababe , fs = cacacabcacacab , f3 = bebebeabebebea

Ezek a kovetkezs, I, Fy, F3 tartomanyok hatarai:

Allitasunk az, hogy az f; szavakra f; ¢ e. Ha példaul f; ~ e, akkor f; érdekes lenne.
Az f, valoban zart utakat ad I', I"-ben, de ezekre p(v(f1)) = (0,0,0) és

P (7' (f1)) = 1, tehat f; nem érdekes, ellentmondés. Hasonl6an ellentmondéast kapunk
fo-re és f3-ra is.

Legyen az R tartomany, m az R hatara és tegyiik fel, hogy R lefedheté pontosan 1
db F; alaka csempével (ahol i = 1,2, 3) és néhany darab Ty-vel. Ekkor belatjuk,
hogy m ~ f;. A bizonyités teljes indukcioval torténik a lefedésben részt vevs T,
alaki csempék szaman, a () bizonyitashoz hasonldéan. Ha 1 db ilyen csempe van,
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akkor a tartomény feloszthato at F; és a T, részre. Az el6z6 bizonyitassal analog
modon megmutathato, hogy ha F; hatara f;, a 15-é pedig o, akkor az R hatara f;o
alakt vagy azza transzformélhato (~ alatt megengedett modon). Tehat elég
belatnunk, hogy fio ~ f;. Az f;o altal leirt Gt a hatszogracsban felbomlik aa-tipusi
és ababcacabcbe-tipusu utakra, illetve egy fi-re. Az el6bbiek a transzformaéacioval
eltiintethetéek, tehat fio ~ f;.

Ha legalabb két T5, van a felbontasban, akkor két részre oszthatjuk R-t a csempék
mentén. Legyenek a részek R; és Ry, hogy az f; az Ry részben van. Ekkor R, hatara
p1 ~ f; az indukcios feltevés miatt, Ry, hatara pedig ps ~ €, mivel Ry lefedhetd
Tyr-kel. Ekkor R hatara p;po alakda. Mivel p; ~ f; és ps ~ €, ezért a pypo altal
generalt ut felbomlik egy f;-re és aa- illetve ababcacabebe tipusa utakra, melyek
koziil az utobbiak a transzformaciokkal elttintethetSek, azaz p1ps ~ f;.

Ennek kovetkezménye, hogy ha egy R tartoméany lefedheté pontosan 1 db F; alakt
csempével és néhény Thr-vel, akkor nem fedhetd le csak Ty csempékkel: ha R hatéara
7, akkor az els6 esetben m ~ f;, a masodikban 7 ~ ¢, ami a ~ tranzitivitasa miatt

azt jelenti, hogy f; ~ €, amir6l megmutattuk, hogy nem all (mert ekkor f; érdekes

sz0 lenne).

A T}, tartomény @ hatszogbdl all, ami nem oszthato 3-mal, ha k =1 (mod 3).

Tehat ekkor T} nem lefedhets T csempékkel, mivel azok 3 cellabol allnak.

Az 2 < k <12 esetben a T3, Ty, T és Ty lefedhet6k néhany T5-vel és pontosan 1
Fi-vel, tehat nem fedhet6ek le csak Ts-vel:
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Azonban Ty, Ty, T11 és Tio lefedhetSek csak Ty csempékkel (T3 trividlisan):
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A feladat befejezéséhez nézziink egy T 1o-t: ennek felsG sarkdba helyezhetiink egy
T)-t, jobb alsé sarkaba pedig egy Tio-t. A kimaradé rész egy 12 x k-s
paralelogramma:

Tk

12 x k

A 12 x k-s paralelogrammat 2 db 6 x k-s paralelogrammara osztjuk. Mivel minden
k > 2 egész elgall 2z + 3y alakban, ahol x, y nemnegativ egészek (ez belathato ugy,
hogy a 2 és 3 trividlisan el6allnak, k& > 4-re pedig a k — 2-t kiegészitjiik egy
kettessel), ezért a 6 X k-s paralelogramma lefedhets x db 6 x 2-es és y db 6 x 3-as
paralelogrammaéval, amelyek lefedhet6k Th-vel:
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Azaz T}, barmely csempézése kiterjeszthets Tj 12 egy csempézésére csak Ty csempék
felhasznalasaval. Igy ha k = 3,5,6,8 (mod 12), akkor P, P, P, Py lefedésének
kiterjesztésével Ty, is lefedhets Ty csempékkel és pontosan 1 F; csempével, tehat nem
fedhetd le csak Ty csempével. Ha viszont & = 0,2,9,11 (mod 12), akkor a megfelel6
lefedés kiterjesztésével megfelels Th-ket hasznéléd lefedést kapunk, tehat ezen
esetekben T lefedhets csak T, csempékkel. £ =1 (mod 3) esetén trividlisan nincs
lefedés tovabbra sem.

Az n oldalua szabalyos haromszogben a feladat szovege szerint alkotott racs egy
particionélasa a T, lefedése T, csempékkel. A fentiek szerint ez akkor tehetd meg,
han+1=0,2,9,11 (mod 12), azaz n = 1,8,10,11 (mod 12).
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